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1. Annie et Arthur sont frere et soeur. Annie a autant de freres que de soeurs mais Arthur a deux fois plus de soeurs que
de freres. Combien y a-t-il d’enfants dans cette famille ?
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2. On considere la réaction chimique : aNOs + bHoO — ¢HNOs + dHNO3, ou a, b, ¢ et d sont des entiers strictement
positifs inconnus. La réaction doit étre équilibrée, c¢’est-a-dire que le nombre d’atomes de chaque élément doit étre le
méme avant et apres la réaction. Par exemple le nombre d’atomes d’oxygene doit rester le méme : 2a + b = 2¢ + 3d.
Bien qu’il ait plusieurs valeurs possibles pour a, b, ¢ et d qui équilibrent la réaction, calculer les entiers positifs les plus

petits possibles équilibrant la réaction.
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3. Soit f une fonction polynomiale de degré 3 sur R, que I'on écrit sous la forme suivante : pour z € R, f(z) = azz® +
= 4,

axx® + a1x + ag. Déterminer les parametres réels as, as, a1 et ag (s'il en existe) pour que f satisfasse : f(1)

f(=1) =0, f(~2) = -5, f(2) = 15.
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4. Résoudre les systemes suivants a 'aide de I'algorithme de Gauss. On précisera dans chaque cas les variables libres et

les variables liées.

T—2y+=z =7 z+2y—3z =1 r+2y—2z =-1
2r —y+4z =17 2z —y+4z2 =4 Jr—y+2z =T
3z —-2y+22 =14 3r+8y—13z =7 Sr+3y—4z =2
20 —5y+3z2—4s+2t =4 T+ 2y—3z2+4t =12
3r—Ty+22—5s+4t =9 2+ 5y —2z+41 =1
5c — 10y — 5z —4s+ Tt =22 S5c+ 12y —Tz+6t =7

T—20+2 =
20 —y+4z =17
3r—2y+2z =14
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T+ 2y — 3z + 4t
2 + 5y — 2z +t
ox + 12y — 7z + 6t

T+2y—2z =
Jr—y+2z2 =

=2
=1
=17

or +3y —4z =2







5. Déterminer les valeurs de k de sorte que les systémes suivants d’inconnues z ,y et z admettent, (i) une unique solution,

(ii) aucune solution, (iii) une infinité de solutions.

T—2y =1 kx+y+2 =1
c—y+kz =-2 c+ky+z =1
ky + 4z =6 c+y+kz =1

T — 2y = 1]
T—y+kz =-2
ky + 4z =6
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Espaces vectoriels et applications TD n°3. Sous—espaces vectoriels

1. a. Soit dans R2, espace vectoriel sur R, les trois vecteurs

~(2) ()« ()

Le vecteur w appartient-il & Vect {u, v}, le sous-espace vectoriel engendré par u et v.

b. Soient
-1 1 1
B=| 1 |, c=|1 1|, D=| 2 et E=]5
1 1 1 5

des vecteurs de R®. A-t-on D € Vect {B,C}? E € Vect {B,C}?

¢. Soit t un nombre réel, et
F=1]1

Pour quelle valeur de ¢ a-t-on F' € Vect {B,C}?

d. Expliciter Vect {B,C?} (trouver la forme générale de ses vecteurs).

2. Déterminer si I’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de F, lorsque :
i. F={(z,y) eR?; a+y="7}, E=R?
ii. F={(z,y) eR?; 2y >0}, E=R?

iii. F = {(m,y,z) ER}; z+y+a=0, et m+3az:0}, ol a € R est une constante, F = R3,
iv. F={(2,y,2) €eR®; 2 >0,y >0et 2 >0}, E=R3,
v. F={(2,5,2) €R®; 2(a® +y?) = 0}, E = R%.

3. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R™. Montrer que F'UG est un sous-espace vectoriel de R™ si et seulement
siFCGouGCF.

4. a. On considere le s.e.v. F de R3 engendré par les vecteurs
U1 = (1’230)7 V2 = (_17 172)7 U3 = (3a03 _4)7 V4 = (55 17 _G)a

c’est-a-dire F' = Vect {v1,v9,v3,04}.
Donner F sous forme cartésienne, c’est-a-dire caractériser les vecteurs (z,y, z) de F' par une ou plusieurs équations

de la forme ax + by 4+ ¢z = 0. Trouver la dimension de F'.

b. Soit F = {(x,y,2,t) €R*; y=2x et z— 2y —x -+t =0}. Aprés avoir vérifié que F est un sous-espace de vectoriel
de R*, calculer sa dimension.

5. Soit F' 'ensemble des fonctions f : R — R de la forme
f(x) = (az® + bx +¢)sinx, VzeR,
ou a,b,c € R sont des constantes.

i. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F(R,R), 'espace des fonctions réelles d’une variable réelle.

ii. Déterminer une base de F', ainsi que sa dimension.
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Soit F l'ensemble des fonctions f : R — R de la forme

f(x)=(ax2 +bx+c)sinx, VxER,
ou' a, b, c € R sont des constantes.
i. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de F (R.R), l'espace des fonctions reelles d'une

variable r eelle.

ii. D eterminer une base de F , ainsi que sa dimension.
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6. On donne les vecteurs suivants de R* :
v = (1707030)7 Vg = (1717170)u V3 = (0327270)7 Vg = (0707071)7 U5 = (3717172)7

et F' = Vect {v1, v, v3, 04,05 }. Extraire de la famille {vy, v2, v3, v4,v5} une base de F. Quelle est la dimension de F'?

7. a. Soit F le s.e.v. de R? engendré par les vecteurs v; = (2,3, —1) et vo = (1,—1,—2).
i. Donner une base et la dimension de F'.
ii. Compléter la base de F' trouvée au i) en une base de R3.

b. Mémes questions pour le s.e.v. F' de R* engendré par les vecteurs v; = (1,—4,-2,1), v = (1,-3,—1,2) et
vs = (3,-8,-2,7).

8. Dans R%, on considere le sous—ensemble

F={(z,y,2,t) ERY; 2 =y — 32,2 = 2t}. = U/‘A MU
< Fot
a. Montrer que F est un s.e.v. de R%. MM@)‘\M .,QL'\A{@/\:\L ML' = N

b. Donner une base et la dimension de F'. }L — 3 -\- §_} z ©O

—_—
c. Compléter cette base de F' en ung‘base de R*.
S-z2t:=o

9. Dans R%, on considére les sous-ensembles

V ={(a,b,c,d) €R* ; b—2c+d=0}, et W ={(a,bc,d) €R*; a=detb=2c}.

a. Vérifier que V et W sont des s.e.v. de R 7L _ 3 ¥ 35 - o

b. Montrer que les vecteurs
v = (1703();0)7 V2 = (07 1a0771)3 U3 = (0707172)3 3 : Z t-
forment une base de V' et donner alors la dirr:énsion de V.

c. Trouver une base de chacun des s.e.v. W,V + W et V N W puis donner leurs dimensions respectives.

10. a. On considere les sous-espaces vectoriels de R : P o ﬁ A L (./ -z O
F={(z,y,2) eR?; 2 =y=2} et G={(z,y,2) €R®; z=0}.
Montrer que R?* = F ¢ G.
b. On considere les sous-espaces vectoriels de R3 : ]L - j = - é k-
F={(z,y,2) €R®; 2 =2} et G={(2,9,2) eR®; x4+y+2=0} ‘L’
a. Montrer que R® = F + G. 2( = U - é
b. A-t-on R* = F @ G?

(7—1C\-<[:(7 }j-ét
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Controle continu intermédiaire (1h30)

Les documents et appareils électroniques sont interdits.

La notation tiendra compte de la présentation et de la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Systemes linéaires. Résoudre le systeme suivant a I'aide de I’algorithme de Gauss. On précisera
les variables libres et les variables liées.

xX+2y—-z =1

2x+y+4z =2

3x+3y+4z =1

Exercice 2. Indépendance linéaire. Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-
ils R? ou R3?

(a)v—1 v—2
1_2!2_1-

1 1 2
(b) V1 = -1 y V2 = 0 y V3 =
1 1 2

Exercice 3. Sous-espaces vectoriels. Soit F le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs vy, v,
et v3 définis par

2 -2 -4
V) = 2 , Vg = 0 , U3 =
1 1 3

Mettre F sous forme cartésienne. Déterminer sa dimension.

Exercice 4. Base. Soit 2 = (u;, Uy, us) la famille de vecteurs de R3 avec u; = (1,2,0),ux = (1,1,1) et ug =
(1,0,1).

(1) Montrer que 28 est une base de R3.

(2) Déterminer les composantes (v)g de v = (4,3,2) dans la base 2.
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Exercice 3. Sous-espaces vectoriels. Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs vy, v»

)

et v3 définis par
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Les documents et appareils électroniques sont interdits.
La notation tiendra compte de la présentation et de la qualité de la rédaction.

3 2
AN

A o
o

1(3)-;
| Exercice 1. Soit f : R?> — R? I'application linéaire définie par f(x,y) = 2x+ y,3x—2y). 0 ) - 3)

(a) Donner la matrice de f dans la base canonique € de R2. (2 ) 4_:") = ‘fc U) \/1 [ (= A
/l) :( )
: -0

(b) Soit v = (3,-4). Trouver les coordonnées de f(v) dans la base canonique € de R?
(c) Montrer que la famille 2 = ((3,2), (2,1)) est une base de R?.

(d) Donner la matrice de passage P de € dans 28 et calculer son inverse. ,2, 4

(e) Donner la matrice de f dans la base 2. ?'ﬁx 3_(4\; fx? j/‘LC_ wg : S -2

{ Exercice 2. On considere la matrice s 1 1 ,ST\+ d {t ? .
A=|1 0 -1
(1 -1 0) 0(6,3)2:)—\—?['2'4)
'30(1— E=?

et g:R3 — R3 I'application linéaire associée a A dans la base canonique de R.

(a) Calculer A2. Que peut-on dire de g?

(b) Trouver une base %, de Ker g et une base %; de Img. Ao + ﬁ <O ‘/ %
(c) Montrer que %, U %, est une base R3 et en déduire que R =KergeImg. ; ? TO vAn
o <o Jﬁw .

| Exercice 3. Soit  : Ry[X] — R[X] I'application qui au polynome P associe le polynome /(P) défini par
h(P)(X)=P(X+1)-P(X)
(a) Montrer que h est linéaire.
(b) Trouver la matrice de h dans la base canonique (Py, P1, P») de R,[X], ou P;(X) = Xii=0,1,2.
(c) Montrer que Imh = R;[X].

(d) Déterminer Ker /.

{ Exercice 4. Calculer (si possible) I'inverse de la matrice A définie par

2 41
A=|2 5 1
1 21
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Les documents et appareils électroniques sont interdits.
La notation tiendra compte de la présentation et de la qualité de la rédaction.
Exercice 1. Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-ils R® ? Constituent-ils
une base de R3? v, =3V
Z 1 A i,

1 -3 .o dzv Do vt'aw-»{)
@ v = —2),1}2( 6 ) Y:o 'F-v eL’Ph“"W' tMS W&—“?
3 -9 A o 1 0 ZC—
1 1 0 A 1 -1|4 l
(b) vy = 0),1}2:(1),113:(1). o 14 =z |9 ° 4"
1 -2 2 \ L -\—\ /uo'\
3 1 01-3

Exercice 2. Soit F le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs v; et v, définis par

(](7)

(a) Mettre F sous forme cartésienne. Déterminer sa dimension.
(b) Soit v € R3\ F et G = Vect{v}. Montrer que R = F& G.

Exercice 3. Vérifier si les applications 8; entre R-espaces vectoriels sont linéaires ou pas. Dans le cas affir-
matif, déterminer le noyau et 'image de 0;.

(@
0,: 'R — €°R)

o —rr
(b)
622 RQ[X] — R

1
P  — f P(x)dx.
-1
[Remarque : dans l'intégrale de la derniere question, on identifie un polynome avec la fonction polynomiale
associée.]
Exercice 4. Soit f: R3[X] — R3[X] I'application qui au polyndme P associe le polynome f(P) défini par
fPY(X) = P'(X)-P(X+1).
(a) Montrer que I'application f est linéaire.

(b) Trouver la matrice de f dans la base canonique %8 (% = (1, X, X2, X3)) de R3[X].

(c) En déduire que f est un isomorphisme.

Exercice 5. Calculer, si possible, I'inverse de la matrice A définie par

0 1 -1
A=l 1 2 -5 |.
-1 1 1
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Les documents et appareils électroniques sont interdits

La notation tiendra compte de la présentation et de la qualité de la rédaction

Exercice 1. Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-ils R® ? Constituent-ils
une base de R3?

1 -3 @:o
(@) vy = —2),u2( 6 ) U,=-2U3 Yzs-

—

1 1 0 _ B~ {::
(b) v1 = 0) Uz—(l )’V3:( ) d;ﬁ'_\./(:.o
5 -
Do fplh Ly lguurie y- 8.

Exercice 2. Soit F le sous espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs v; et v, définis par

(](7)

(a) Mettre F sous forme cartésienne. Déterminer sa dimension

(b) Soit v € R3\ F et G = Vect{v}. Montrer que R = F& G.

Exercice 3. Vérifier si les applications 8; entre R-espaces vectoriels sont linéaires ou pas. Dans le cas affir-
matif, déterminer le noyau et 'image de 0;. .,( ( U \f
@ KA+ =2{Cu)s fcr) N
0: €'R — 'R = ‘f[/\(U' U)
velJ el romrr s Sy
b) K =§ue IR PCw)eo ]
T I“r ) 0y: Ro[X —’R)"r(\l) /\UU
{TG-C[U Tlp % -—»f P(x)dx.

[Remarque : dans l'intégrale de la derniere question, on identifie un polynome avec la fonction polynomiale
associée.]

Exercice 4. Soit f:R3[X] —

Rs[X] I'application qui au polyndéme P associe le polynome f(P) défini par
fPY(X) = P'(X)-P(X+1).
(a) Montrer que I'application f est linéaire

(b) Trouver la matrice de f dans la base canonique % (% = (1, X X2, X3)) de R3[X]
(c) En déduire que f est un isomorphisme

Exercice 5. Calculer, si possible, I'inverse de la matrice A définie par

0 1 -1
A=l 1 2 -5 |.
-1 1 1
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