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Espaces vectoriels et applications TD n�3. Sous-espaces vectoriels

1. a. Soit dans R2
, espace vectoriel sur R, les trois vecteurs

w =

 
�1

2

!
, u =

 
2

3

!
et v =

 
3

�2

!
.

Le vecteur w appartient-il à Vect {u, v}, le sous-espace vectoriel engendré par u et v.

b. Soient

B =

0

B@
�1

1

1

1

CA , C =

0

B@
1

1

1

1

CA , D =

0

B@
1

2

1

1

CA et E =

0

B@
1

5

5

1

CA

des vecteurs de R3
. A-t-on D 2 Vect {B,C} ? E 2 Vect {B,C} ?

c. Soit t un nombre réel, et

F =

0

B@
2

1

t

1

CA .

Pour quelle valeur de t a-t-on F 2 Vect {B,C} ?

d. Expliciter Vect {B,C} (trouver la forme générale de ses vecteurs).

2. Déterminer si l’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E, lorsque :

i. F = {(x, y) 2 R2
; x+ y = 7}, E = R2

,

ii. F = {(x, y) 2 R2
; xy � 0}, E = R2

,

iii. F =
�
(x, y, z) 2 R3

; x+ y + a = 0, et x+ 3az = 0
 
, où a 2 R est une constante, E = R3

,

iv. F = {(x, y, z) 2 R3
; x � 0, y � 0 et z � 0}, E = R3

,

v. F = {(x, y, z) 2 R3
; z(x2

+ y2) = 0}, E = R3
.

3. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de Rn
. Montrer que F [G est un sous-espace vectoriel de Rn

si et seulement

si F ⇢ G ou G ⇢ F .

4. a. On considère le s.e.v. F de R3
engendré par les vecteurs

v1 = (1, 2, 0), v2 = (�1, 1, 2), v3 = (3, 0,�4), v4 = (5, 1,�6),

c’est-à-dire F = Vect {v1, v2, v3, v4}.
Donner F sous forme cartésienne, c’est-à-dire caractériser les vecteurs (x, y, z) de F par une ou plusieurs équations

de la forme ax+ by + cz = 0. Trouver la dimension de F .

b. Soit F = {(x, y, z, t) 2 R4
; y = 2x et z� 2y� x+ t = 0}. Après avoir vérifié que F est un sous-espace de vectoriel

de R4
, calculer sa dimension.

5. Soit F l’ensemble des fonctions f : R ! R de la forme

f(x) = (ax2
+ bx+ c) sinx , 8x 2 R ,

où a, b, c 2 R sont des constantes.

i. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de F(R,R), l’espace des fonctions réelles d’une variable réelle.

ii. Déterminer une base de F , ainsi que sa dimension.

1



Excucice 4 :

b) 0 : 5) 14, y = 24 e

3 -2y x +1 = 0

3
verifice i et un sEV de IRY
-> o F

-> fr , vEF ,
XXEIR

,

Xu+ vET

-> OET :

y = 0 . 3 - 0 + t = m

3 =
- 4

=> 0 = 0 .

-> Soit ECR , et u =

(r)



Soit F l’ensemble des fonctions f : R → R de la forme

f(x)=(ax2 +bx+c)sinx, ∀x∈R,
ou` a, b, c ∈ R sont des constantes.
i. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de F(R,R), l’espace des fonctions reelles d’une 
variable r éelle.
ii. D éterminer une base de F , ainsi que sa dimension.

f(x) : (ax2+ bx + 1) Bin s

OEP - (ou' + ou +e) Singe
- o x vin (2) => 0 .

-> OEF .

-

Se f - f( = =

Def a Old -----

->i(an) + + bx + + c) + (an
=
+ bu + c)

sine-> ((a + a))u2+ (b + 5)n + (x + i))u .un)
-3 AEIR BEIR Cer

bac : fante lis + génératric :

Exercice S :

1 en réthode :

Algorithmiquement :

- Eus] Stregate lise . Ste , rest wa
vise et

-Gas , wa] it ne faule libe gentrise .
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i) Dime bar de F:
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car (Wed)



ii) Thérière de la base incomplète :

(- 1. O

- 2 1 (
La fre-3L1

Lyt1z +L

: is8 I
0

-32

↳+ 513 - 3La

(31% (o 010

↳ Shath
100 0

0 -5 O17O * 10

noed = o ; -+B = 0 ; 108=·

+ d = B = y+ e



*+v=) Sex+diy
x0+ t

2x =y et hi
= y

21x = 1y et 2x = y

2xx + ai = 1y +y -L

93 - 2y - k+ + =
0

3 - 2y -
u + t = +y + 3 - 2(xy + y))

- (xu + 4)) + xt + t

= 0 .

↑ et l'ensemble des What ink'n Système liéair

gene estde un sev.

pa

Dimeserin space jectivele = nike de variable

libres .

=Su + +0

=Se16.0
= Sy = 2m est un famille like

↓'me citme base3-
et génétine en

Dmc F: 2 .



() · (), (
()
2244 + 44
L- L + 24

(u + (y - 21

# 130

I O 9 4 O IO 1 4 ⑧

014

4 (2 - 94
4472 - 9hy
1130

AO 94 O ( (IO 0 0 8
O 0 - 32 0
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6. On donne les vecteurs suivants de R4
:

v1 = (1, 0, 0, 0), v2 = (1, 1, 1, 0), v3 = (0, 2, 2, 0), v4 = (0, 0, 0, 1), v5 = (3, 1, 1, 2),

et F = Vect {v1, v2, v3, v4, v5}. Extraire de la famille {v1, v2, v3, v4, v5} une base de F . Quelle est la dimension de F ?

7. a. Soit F le s.e.v. de R3
engendré par les vecteurs v1 = (2, 3,�1) et v2 = (1,�1,�2) .

i. Donner une base et la dimension de F .

ii. Compléter la base de F trouvée au i) en une base de R3
.

b. Mêmes questions pour le s.e.v. F de R4
engendré par les vecteurs v1 = (1,�4,�2, 1), v2 = (1,�3,�1, 2) et

v3 = (3,�8,�2, 7).

8. Dans R4
, on considère le sous–ensemble

F = {(x, y, z, t) 2 R4
; x = y � 3z , z = 2t}.

a. Montrer que F est un s.e.v. de R4
.

b. Donner une base et la dimension de F .

c. Compléter cette base de F en une base de R4
.

9. Dans R4
, on considère les sous-ensembles

V = {(a, b, c, d) 2 R4
; b� 2c+ d = 0} , et W = {(a, b, c, d) 2 R4

; a = d et b = 2c}.

a. Vérifier que V et W sont des s.e.v. de R4
.

b. Montrer que les vecteurs

v1 = (1, 0, 0, 0), v2 = (0, 1, 0,�1), v3 = (0, 0, 1, 2),

forment une base de V et donner alors la dimension de V .

c. Trouver une base de chacun des s.e.v. W,V +W et V \W puis donner leurs dimensions respectives.

10. a. On considère les sous-espaces vectoriels de R3
:

F = {(x, y, z) 2 R3
; x = y = z} et G = {(x, y, z) 2 R3

; x = 0}.

Montrer que R3
= F �G.

b. On considère les sous-espaces vectoriels de R3
:

F = {(x, y, z) 2 R3
; x = z} et G = {(x, y, z) 2 R3

; x+ y + z = 0}.

a. Montrer que R3
= F +G.

b. A-t-on R3
= F �G ?

2

-

equation linéaire homogén de
et Un seu

-

2
2 - y + 53 = 0

3 - 2t = 0

x -y + 33 = 0

3 = 26

x -y +
67 = 01

b = 22 -
d

3

x -
y
= 6)

x = y -
64

3- -ext : 0 (3) (AI9 + +
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1 O
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Contrôle continu intermédiaire (1h30)

Les documents et appareils électroniques sont interdits.

La notation tiendra compte de la présentation et de la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Systèmes linéaires. Résoudre le système suivant à l’aide de l’algorithme de Gauss. On précisera

les variables libres et les variables liées.
8
>><

>>:

x +2y ° z = 1

2x + y +4z = 2

3x +3y +4z = 1

Exercice 2. Indépendance linéaire. Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-

ils R2
ou R3

?

(a) v1 =
√

1

2

!

, v2 =
√

2

1

!

.

(b) v1 =

0

BB@

1

°1

1

1

CCA , v2 =

0

BB@

1

0

1

1

CCA , v3 =

0

BB@

2

1

2

1

CCA.

Exercice 3. Sous-espaces vectoriels. Soit F le sous-espace vectoriel de R3
engendré par les vecteurs v1, v2

et v3 définis par

v1 =

0

BB@

2

2

1

1

CCA , v2 =

0

BB@

°2

0

1

1

CCA , v3 =

0

BB@

°4

1

3

1

CCA

.

Mettre F sous forme cartésienne. Déterminer sa dimension.

Exercice 4. Base. Soit B = (u1 ,u2 ,u3) la famille de vecteurs de R3
avec u1 = (1,2,0) ,u2 = (1,1,1) et u3 =

(1,0,1).

(1) Montrer que B est une base de R3
.

(2) Déterminer les composantes (v)B de v = (4,3,2) dans la base B.

.
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rt) 1 ve(p) , v : (2)
c + B + 20 = 0

(1)-G + V = 0

2 + B
+
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Genice3 :

Sit (,/F , 7 X1 1 is) &13 , Eqi

() = +ve +42 ++ 5 .

O(2)1



= 2 - 4

L
y +2) - 4

(en)
(3x2z - 24

- 2 -U

e = yuI I
· n .(y - a))O

P & 23

23 -x - 2y + Rx

2z - 2y + x

2(z - y) + m

+ = 9(x , y , 3) Cir , 2y - 2yx n =03 .

Dim L



Fiche TD 4 :

Exice6 :

b) f(F) = F

4 = 5(g)e 1m
,
a + y +3] .

pour calculer +(G) (Calculer l'image d'une bass
de G).

Qu'st ce qu'une bas de G% Vest (2)
f(2) = +(2 + e

,
+ 2) = +(2) + ((x) + f(es)

= 23 + 22 + 24 + 13 + 2 + 22

-(2)
dmcf(4) : Vent (2) = G

Exercicet : Thémén du rang
: dimt : bim Kuf , dimKing

as f : IR
*
> IR" surfective

4 = die luf + 2

dim luf = 2.

b) g : IR
**

- 1 R30 inpetive . (Noyau = 0) Quel
injective

si espace départ (espe anitie imput
D'avie ene app enjective .

urg = 303
dim IR3" = am lung + dim Eng

inFung

a) f : 1/2"- IR40
dim IR2 = Kim buf dim Ing .

2 est sufective , alese Fing : Irh

donc 25 : InMul + no



Emine8 :

f : IR -> IR

f (es) = f(11) = 7() = 2 , + 22 +e .

Matrice de f bar comique

ray . ((
-(5) = (mspanvie

hay - [()en,())
dépa

() mesS
(5n + y +3 = 0

() k = - y - 3

(5) : (33) = y(j) + 3(t)
met : ret3(i) : (2) Y.

Auto méthode :

+ (e +) : f(es)
f(2-el) = 0. f(e - 2) = 0 - 2 - 2tmf .

f(s) : f(es)



De Dim Ref 7, 2
Mais Luf FR3 Cauf(es) (8)

ame Log : Vot Gez-egils- en]
dim IR"-fin En f

3 2

dim Imp : 1 .

Autre Métro de :

Mate : (i)mag ret(ii) it)= Vot (i)
Image d'une bar at faule génoise de l'image
Rangf dim de l'images-
Mgf = dim Im f = 1 .

3 enmatu )
A !() (ils seS ( = 3( - 2)
Al : 31 due +2 : 39 .

Exauce 9 : Afanu

Exercise 100 :

f : IRS - IR2
1) 12 33)

Mutf = (52)
f(r) : 2m

, + 3m ⑭
↑ (r) :my + 2m)

↑ (Us) + me - Suz ·



dim IR3 - dim Luftdim Enf -

2 - 11

( 3 2
- s)

(2 =By - 5 -

nibedesaishe (23lit : immoymo9)
n be de V .

Liste : dim Fuf-

e (vi) : (2
.3)(i) = (3)

T (vi) : (2)
+ (vis) : (t)
maty : (ii)





T D numéro 4 :

Rappel :

Exercice 1 :

# etuneapparentdeespace
jectoidset

* u
, vEE , XX EIR f(v + w)= f(u) + +(v)
+ (+u+)= + +(u)+ f(w)-
- f(+ u) = + +(0) .

a Noyau de f:
kef =Suce , f(u) = 01 3 .

* Image de fi
=m = Sf(n) , vee]

1h : (R = IR

x- 2x?

Prouver que c'st uneapplication linéaire ou pas :

f (1) = 2x12 : 2 f(s +2) = f(y) + f() .

f(2) = 2x4 = 0

Die fr
.

not pas une application
f (5) = 9x2 = 18

linéaire
.

2)f2 : 1R -> IR

n - 2m

* Situ , y
EIR,EiR

,

f( + m + y) = a(xn + y) .

= 2xx + 2y
= xT(x)+ f,(y) .

Donc fa st linéaire .



* kef = Gue , f(u) = 0 + 3.2

2u = 0 Ex = 0.

Kafz = 50 %. Si le
royau -o .

Ale fo est injective.

* Int : Ef(u) , veeg .

Sat yE IR .

1) (1) : 2x * = y .

en plus de la elle at surjective.

Mate (2)
can fa (1) : 2 can IR base canonique : 1.

D'au le bijective
bas

niques: (R2(
%

) (1)
im
Loy Pol (%/

IR 1.

3) %s :
IR-IR3

( , y) (x , u+ y , ay)
Mq es linéaire :

f(xu + v) = xf(4) + f(v) -

Stient ( , b) EIR" , (i ,y) @IM2, de IR

1( + (a , b) + (x , y)) = (+a , +(a + 3) ,
x(a

-b)) +fu , n +y
x f(( , x)) + (x , y) = +( - a , a + b j a -b) + ( m ,mx y n

- y) -

, n -y)



(-Xa , +( + 3) , +(a -b))
+ (- x , m +y , n -y)

f(x(a , b) + (a , y) -

Donc Is est linéaire .

ke fa : (m + t
, f(u) = 0]

x = p - n =02= 0

y + 0 = 0 2+ y
= 0 Seay on 20 y = 0

y
= 0.

n yo sitiy etAtoto on roy a
x =0 y

= 0

Se
ken ts : &10 , 013 .

Alors by et expective Car

Kerfs = 510 , 0) 3 .

Im + 3 : [f( ,3) , (4 , 3) ce] ·

= En() + y(i)
vect{() , (1) 3 famille liben
DaaDim fa + 2

.
Alre Imps IR

d'oi ts n'st pas unjective.
Essai : Par pioet de Gaues :

( , 4) (a , xxy , my)
471 +4) (18)( (



on 1e rend Compte que les parables lices = dim Im %
- , / 1 / I like-dim ken fa

Dma
& imE = nimbe de par liées + Van libes .

Théorème Dim E = Dim Im 7 + Dim Kef.bu Rang :

Donc 2 = 0x2 .Danfs -

Matrice Associée
-a fe

base Canonique de 10 ( % ), (1)
+(5) : (i) to (i) : (i)
Mate Is : (ii)
94: ing1

Mq fu st linéaire :

f ( + (x , y) + ( , b)) = +(3u + 4y) +
3a
+ 4b

= + f(( ,2) + +((a , b)) .

Donc fu st linéaire .

*
Ker fu : 20 + e , +(0) = 03

Su + 4y = 0

n= (j
Alon le noyau

et dimension 1 ca
etun ce que



Don th n's pas injective.

Therème du Rang : dim E : dim Inf + Kef
2 : dim Em fu +

dim Im fu : 3.

Or
,
Im In < 12 Donef not ejective.

Matrice associée :

(k() (i)
+ (0) = 3

f(i) = 4 .

to() = ( , n)

fi : (r=ir
(k , y .3) (m ,y3 , y - 3)

A faire



Excuice 2 :

: (IR , im)-> Im
.

f = f(b)
Srient fetgEf(IR , IR] et XEIR .

0. : ( +1+ g)(3)= +(1) + g(1) .

D ma P
,
st linéaire

.

8..
"
in =CIR

f = 29 +1

Srient fet g Et'IR, f IR ,

P( + y + g) = + 0
- () + &(9)

02(x) + g) : (2(+ +)x + (2g + 93)
= x2y + x y+ 2g + g
= (1) + (9)

Dona est linéaire

O: (IR) -> IR

+ %+(n)d(a)
Sit f ,geC

°

CIR) et+ER .

G (y+g) =+D +(n)d()) + J = g(n)(12
= x Q3(1) + 03(9) .



04 : IR[n] = 1R[X]

P =- Pi+ P

n'st pas linéaire .

Exercice 3 :
A fair

Excrice 4 :

a) E = 1rz[k] ·

IRs[n] -IRs[m]
P = P

base Caronique de (1 , m ,
51?
, (3)

f(1) : 0

&! 18
(1) ( :)



3) Rn[x] - 1kn[x]

% 100
-

2
P 08· 81P · 004 ,- 000 0

---

--n-3
&

Excice T :



Soient U
,
VEE , XE IR

,

f( + v+ v) = x+ (u) + f(r) .

IR3- IR

f( + (a ,y, p) + (a , b,c)) =

x(2n + y -3 , n + y)+ (2a + 3-
a+b)

x(22 +y -3), (bu + xy) + (2a +3 - 4

x2x + j(y -3) , xn +y(24b - c ,
X(2n + y -3 ,

n+y)
a+ b)

↓ y(n + y , 3) + y(9 ,
S
,
c).

En
(8) 121 %1

Lyt2y - L

(88)
n = - y

3=y( -yiyi - y)



y ( - si1 ; -3)

rects ( - 3 ,
1
.. 3)] .

Dim Kelf = 3 . Das infective
Din = Dimim + 1

3 = Dim Emf + 3
Im f . Dim im T = 2 .

Dinc dimFmC e immin
Du engetive

f : IR3- IRI

( ,31) (2n+ y - 3 , may)

& B
* (a. b

, c) , ( . y .3) , xeim .

f(x4 + 4) = + f() + T(B).

f( (+ B) = +(2a + b- , a + b)+ (2n +y-3,y
xy(y (B) = +(2n + b - c , a + 3)+ ((u +y

Don f stlinéaire .

n +y)



Calan, de Matrice Inversible :

C : (i)
Soit the mative 2x1 :

(i)
Siaxb

- kXb = 0 Alm

main inversite

(x
3=

z

(i2)()=(i)
0xa + 2xC 2xd

( 1xa +22 s+2)
121

Sse(
-( - 413

(37(z + 41

(·8



A
det (1) = 3/2i) - - (m

+ si)
det (1) = 3(2 + 2) - T( -

2)S(z-)
* 0

Dave l'image de

A existe

G(3) - 24

1: :(5) ( = 10)

~



f(b) = (2 , 3)
3x + 23 = 0

f(i)= (1 i - 2) 24 + B = 0

as (52)
3) (2 , 17)

2 (3 , 2)
c) B = ((3 , 2) , (2 , s))

*

B(e , 1) =

· (ii) (0, 0)

(i) (3, 42)
Det : 3

. 4 =- 1 + 2B +
B = ( ,p)

(2(3) 2 - 21

18/2) (3 ,) = 3
,(1 ,0)+ 2(0)

743, (2) = 2(1 , 0) + 1(0 ,)

47 4 -2 (23)
(3)

2

** (2 . s)
3

-*
4 - 4

3)
1 = PXPXYe(t)



() (i) (3 i)
- 1x3+ 2x12x3 - 3x]

- 1x2+ 2x12x2 -
3

1

(- (e (5)
2x193x00x2 + 3x1

1 x 1 - 2x0 0XQ , 2x1

S?)
Ma+ f(B) = P

-
xMat (ex

((i)
↳- 5 - - 5 -
(174 - 94

( : i) (1↳



L1 IEEEA

Espaces vectoriels et applications

12 mai 2023

Contrôle continu final (1h30)

Les documents et appareils électroniques sont interdits.

La notation tiendra compte de la présentation et de la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Soit f :R2 !R2
l’application linéaire définie par f (x, y) = (2x + y,3x °2y).

(a) Donner la matrice de f dans la base canonique C de R2
.

(b) Soit v = (3,°4). Trouver les coordonnées de f (v) dans la base canonique C de R2
.

(c) Montrer que la famille B = ((3,2), (2,1)) est une base de R2
.

(d) Donner la matrice de passage P de C dans B et calculer son inverse.

(e) Donner la matrice de f dans la base B.

Exercice 2. On considère la matrice

A =

0
@

2 °1 °1

1 0 °1

1 °1 0

1
A

et g :R3 !R3
l’application linéaire associée à A dans la base canonique de R3

.

(a) Calculer A2
. Que peut-on dire de g ?

(b) Trouver une base B0 de Ker g et une base B1 de Im g .

(c) Montrer que B0 [B1 est une base R3
et en déduire que R3 = Ker g © Im g .

Exercice 3. Soit h : R2[X ] ! R2[X ] l’application qui au polynome P associe le polynome h(P ) défini par

h(P )(X ) = P (X +1)°P (X )

(a) Montrer que h est linéaire.

(b) Trouver la matrice de h dans la base canonique (P0,P1,P2) de R2[X ], où Pi (X ) = X i
, i = 0,1,2.

(c) Montrer que Imh =R1[X ].

(d) Déterminer Kerh.

Exercice 4. Calculer (si possible) l’inverse de la matrice A définie par

A =

0
@

2 4 1

2 5 1

1 2 1

1
A

22734 - 24in11i) Mp. (1) (2)

(10)
! i

R
+ (5) = 3)

(2 , 17) =7(r)1(2) = (2)
pMafxpMy . (32)

↓ SoitLet B :

< (3 , 2)+ B(2 , 3)
3x+ 25 = 0

24+Famille
2 = 0 libe .

if

A



(ii)
47 34 -2

(5)
L- 4 + 24

Mat P ..

(5 . i):) (3)

.
(i))

A A

S
2 - 1

)
A



fa g = (u+ = , f 1(n) = 07 -

2 - 1 - 1 = 0

I - 1 O -I = 0 (1 - 3 0 = 0

(1- 242 - 41

(3 +223 - L

(i)
(st ( + 12

(
2n + 23 y3- 0
2 = z y

= 3

Keng : &(3 . 3 .3) , gem
= vers()} ·



Fmg = (f(u) , veE]



Algebre a Révision :



L1 IEEEA
Espaces vectoriels et applications
24 mai 2022 Seconde chance (2h)

Les documents et appareils électroniques sont interdits.
La notation tiendra compte de la présentation et de la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-ils R3 ? Constituent-ils
une base de R3 ?

(a) v1 =

0

@
1
°2
3

1

A , v2 =

0

@
°3
6
°9

1

A.

(b) v1 =

0

@
1
0
1

1

A , v2 =

0

@
1
°1
°2

1

A , v3 =

0

@
0
1
2

1

A.

Exercice 2. Soit F le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs v1 et v2, définis par

v1 =

0

@
1
0
2

1

A , v2 =

0

@
°1
1
1

1

A .

(a) Mettre F sous forme cartésienne. Déterminer sa dimension.

(b) Soit v 2R3 \ F et G = Vect{v}. Montrer que R3 = F ©G .

Exercice 3. Vérifier si les applications µi entre R-espaces vectoriels sont linéaires ou pas. Dans le cas affir-
matif, déterminer le noyau et l’image de µi .

(a)
µ1 : C 1(R) °!C 0(R)

f 7°! f 0 f .

(b)
µ2 : R2[X ] °!R

P 7°!
Z1

°1
P (x)d x .

[Remarque : dans l’intégrale de la dernière question, on identifie un polynôme avec la fonction polynomiale
associée.]

Exercice 4. Soit f :R3[X ] !R3[X ] l’application qui au polynôme P associe le polynôme f (P ) défini par

f (P )(X ) = P 0(X )°P (X +1) .

(a) Montrer que l’application f est linéaire.

(b) Trouver la matrice de f dans la base canonique B (B = (1, X , X 2, X 3)) de R3[X ].

(c) En déduire que f est un isomorphisme.

Exercice 5. Calculer, si possible, l’inverse de la matrice A définie par

A =

0

@
0 1 °1
1 2 °5
°1 1 1

1

A .

on cars vaich libe.

Vz =
- 3V1

Vo Bro L = a.Dans stme famille live
et pas musi estme

bare deIR?

(y- Ly - 4

e (1)
(37) + 12 (



- 1
-
150↳ - 1x - 5 + 2 =

- 3

ex =oni3xi)
Det = 3.

(i-3 1

-1

1I·
(27 (2 + 1

OI·100
L (by - 4

-Is( O (



20 44 +

(O
1
,74 - 13

30 1Ii:)6

- 3

P1 iO
1 h

- 1

1
&IO

·

3
P

I30 IO 3 1

O O 0 o

I~P 1

01
I

O



Ide I



Repisions : Espacespectrices
Applications.
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Espaces vectoriels et applications
24 mai 2022 Seconde chance (2h)

Les documents et appareils électroniques sont interdits.
La notation tiendra compte de la présentation et de la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-ils R3 ? Constituent-ils
une base de R3 ?

(a) v1 =

0

@
1
°2
3

1

A , v2 =

0

@
°3
6
°9

1

A.

(b) v1 =

0

@
1
0
1

1

A , v2 =

0

@
1
°1
°2

1

A , v3 =

0

@
0
1
2

1

A.

Exercice 2. Soit F le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs v1 et v2, définis par

v1 =

0

@
1
0
2

1

A , v2 =

0

@
°1
1
1

1

A .

(a) Mettre F sous forme cartésienne. Déterminer sa dimension.

(b) Soit v 2R3 \ F et G = Vect{v}. Montrer que R3 = F ©G .

Exercice 3. Vérifier si les applications µi entre R-espaces vectoriels sont linéaires ou pas. Dans le cas affir-
matif, déterminer le noyau et l’image de µi .

(a)
µ1 : C 1(R) °!C 0(R)

f 7°! f 0 f .

(b)
µ2 : R2[X ] °!R

P 7°!
Z1

°1
P (x)d x .

[Remarque : dans l’intégrale de la dernière question, on identifie un polynôme avec la fonction polynomiale
associée.]

Exercice 4. Soit f :R3[X ] !R3[X ] l’application qui au polynôme P associe le polynôme f (P ) défini par

f (P )(X ) = P 0(X )°P (X +1) .

(a) Montrer que l’application f est linéaire.

(b) Trouver la matrice de f dans la base canonique B (B = (1, X , X 2, X 3)) de R3[X ].

(c) En déduire que f est un isomorphisme.

Exercice 5. Calculer, si possible, l’inverse de la matrice A définie par

A =

0

@
0 1 °1
1 2 °5
°1 1 1

1

A .

B= 0
vc

= = 253
V= o .

2 + B = 0

- B + V = 0

L.Due fathlieugeneane U.

f(xu + r) = x f(u) +T(r)
f(xV + V)

vr v= V
= (((uu)

Kaf=Sueir , f(n) =0]
+ viv)

* ((v) =Avi
t'f:&tetIR) , y%0] ·



E Xalice 1 : SEV

Rappel : Sate e
.
ver

En = G(m ,y ,) EIR/ayo y+3=0) IR et Fc
n'st pas un SEV .

i)0x0 = 0

"Stniye0 + 0 = 0

ii) X+ Y
x = (x , y ,3)
y = (4) , y , 3) "3" i)0E
x + y= (n*2) ,y+y' , 3 +3)
niy"=n

+ vy + yn +en ii) x +yEF L .
2 .

=& (niy ,z) + 13/ux2y: ety +z+) iii) &XEF L
.

L
.
E

1) 10 , 0 , 0) nay-o van or

y+ 3 + 0 .

i) Of &F
Donc n'ot pasen

* : &(2 .y ,3) fin/20et2y -z=0)(ii)(x + y6F
1) (0 ,

0
,0) /230 Vani

Ey -3 o Vai

ii)(X + y = 0

*(2 , y , 3) Xxyeg
7 : (mi , j3)7

,

o et zy"3" % o.

X = (1 ,
1
,2) ,

4 = - 1

(X = (3,,,)
/0 et 2

y -3 =
0.

n'rt
pas
SEV

.

=
y
= 3(x , y , z) + 1/n+ 2y:0d n + y+3 = 03 -

1) (0 ,
0 ,% 0 + 0 =00+ 09050 .

X = (n , y ,3) y =hiyis')



ii) < (n , y , 3) + (i yz)
(an ,<y ,)+ (a, y' , 3

P O

G (2 +y 0 d'u +

y + z
= 00) + (2 fy)+
et n +y+3=0)

Done et un JEV de IR3 .

(X + 7 , <(m , y , s)+ (niy,3)
y"31

= (u +
h

, (y + y , az +3)
hi

Ly"-y%
n'
+ yi+3 = (m+) + ((y + y")+

=(i)
Dae ist un SEV de 183

.

Excele 2 :
4
,
B
,

0 eTR

(X + By+ 13 =0 =S



[X,X-y , y - 1)
ht line .

7
S

↓ x + B(x -y) + V(3 -2) = 0
2= 0

3 B' = 0

D' = 0 .

(v)Xy
2

(x + By + Vz =
P

, R
-

2 = 0 + 0 - 0 = 0 .

5 B = 0N= 0 .
Dans , % . 33 st liném indipt

Exerce welt de dépd---3:

Vz

(3 ,
1
,53) : (3 ,

1
, 2) ,(2)

(5, 2 , 3) .

(v + By + VVs = m

(i) + (2) + (i) = (2)



34 -
B
+
V = 5

4 + B -V = - 2

-2 + 2B + 0 = 3

(
3 -

S

()1 1

1 2 1
&
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TD 1 : Les systèmes linéaires 

Exercice 4 :

Exercice 6 :

2 - 24

Ly= 1z - 344

↳5)
Ly 31z - 44

=(1 -
017

(
Dans méthodesà partir de la

03 2 3

0 0
-
11 -33/

soit repasser aux in connus

Soit remonter.
On repass aux inconnus :

- 11z = - 33

2 :33 S
on pat onet en

ventre resultat en rempla
2 = 3 ..

cont les valeurs obtems

n + 2 + 3 = 7 y
= - 1

dans les équatio
n = 7 - 5 = 2

S
n + 2y - 3z+4t = 2 De lamême manière que2n +5y - 23+ t = 1 te premier Systems .

(5n + 32y -7z + 6x = 7
on troupe que

le système
n'admet

pas
de Solution

.

-> page suivante
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Exercice 7 :

Sy
n - 2y + 7c = c .

Rivat de Causs . (25 ( - 2(y
(c- (z - L1

~

i( (
=>

Isatra( O (⑳0 ,ca + 2(b - 2a) -

le Système st Compatible soi : C . a + 2(b - 2a)
= C + 2b -Ta = o .

P(u) = an+bu +C a+ b
+ c

= P

P(1) = a + b + c E 4a + 26 +c = 9
↑ (2) = 4a + 2b +c 9a + 3b + c = R

.

↑ (x) = ga + 36x1 .

-> page suirate .
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TD 1 : Les systèmes linéaires 

Pirzdetaum2

3

/

(
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Espaces vectoriel et Applications

TD 2 : L’espace Vectoriel R m

Exercice 1 :

a) A . (2) , r
: (i)1v = () , de

22 = 3.

i
4. - (2) ,

<
, Un = (3)

Leve + devc = (m) = E
↑

&Randx() =( , uxxxT
=> (17 , 12 , 36) .

b) A-() 12 (n)1

br()
(2) +A =(5) = (i)



Université de Rouen Normandie 

Portail L1 Info EEEA

Espaces vectoriel et Applications

TD 2 : L’espace Vectoriel R m

Exercice 2 :

a) w.. (2) . re
= (p) , us : (1)

Suit t-il linéairent independante :
2 + B = 0

2x + V = 0 dm < = B = U = 0.

2 = 0 Alms ils ent linéairent independant

Par cosiguet if agendant IRS.

vent(V . Va . rs) . SEV de 15 .)A Confirmer
Arc M .

Tience.

b) .

L - R + V = 0

V
= o

↓
- B + 28 = 0 G = 1 par forcant = o Due ne et pas lineau

30 = 0
indépendant

on eimplant die que un = - rz .

2.B IFaus:I (
46- 4 -

11

(62515) - < p + + 0 = 0



Exercice 3 :
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TD 2 : L’espace Vectoriel R m

<+ 2/V= P=
C
= -SU (5V , MY , U) . Donepas linom

independant .

224 2 + 4

(31- (z -24

S
2
. + Ins =0 (1)=(1)

- 2n1 +kj = 0

4n1 +7ag = 0.

13 4 + 4

=> (18)
Il sister une infinité de Solutio

1190
-72 , + 37u = + 11943 = 0E In, ++ = 0 + I

P (
(27 74 +Ty

119) un finté de Golt. et(
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TD 2 : L’espace Vectoriel R m

Exercice 4 :

(x1
- Say +74 = 0 :- 2m1 + 22 - 4xz = 0

(a
- + 2xz + 923 + 0 .

l'etemel gauss plus Tand ...

une seule solatio

n1 = uz = xz = 0 . ( (
Due les le 3 cinne linéa indépendantes .

)woTemple dans↳
V = 0 .

< r + Bu + Vm-a
↓v+au + Bu - Br+ Ou - Vzr + Um = 0 .

(+ P +u)v + (d - B-w)r+Vm = 0 . SAbianenac
younes .

Leo BroVso Dan o Upow + ou= 0
.
Due linale indépendante
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TD 2 : L’espace Vectoriel R m

Exercice 8 :
B + V = 0

C + V = 0 (5 %)
a + B = 0 .

Surp() (1)
(= (z - 21

- 11i)
Moutie qu'st et live

S
Montes

qu'll n= Cy,

B + V =w

4 + V = y Du elle st genetic
4 + p = z .

st Die zot wabast
de IR3

.

"

u(8) + y() + 3 + () : (5)
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TD 2 : L’espace Vectoriel R m

Exercice 9 :

f(x) = cos(x)

g(n) = cor((n)
h (2) : Cos (3u)

< f(n) + Bg(x) + Vh(n) = 0 .

u= 0 A

T

2 + B + V = 0

I
~

::O -21

Iu- I
= B + U = 0 1

- 1

n = T

C
- B+V : 0 . (( ( - 11

- 23 = 0 ( ()
5 Du flen le
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TD 3 : Sous Espaces Vectoriels  

Exercice 1 :

an
= (2) , u

= () , v
= (5) -

petite idee on peut considerer que c'estre famille libre et puis pir
si
c'st le cas on non.

-
2 + 2B + 3V = 0

24 + 3B - 2V = 0 oline
44 + 24

( < (1) 75 + 48-0

-- B =-
&

C= nist pas like can il ciste

me infinta de Solutio
C=- on fire Vet on product <et B.
L= Upert pand n'importe qu'elle valem

On si la faulle étant livre la saul solution
16

,
92

.
serat la solutio trivale = B-V = o

.

15
16
,10

15
,
5 15

,
1
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TD 3 : Sous Espaces Vectoriels  

b)
- + p =r f2 + B = 2V 1

2 + B = V

2B = zu is i
B = U 2 = B = U

(2 = V
.

2

(3713 - L

↳ (- (
etune famille line . D/SB , C]

< + B - 58 =0 -
X
+ B- TV = 0

-
A + B - U = 0

. E- 2 + B-V = 0

(= (6)
ht( - 4

(-[P)O 8

40 = 0

V = 0 - L + 3 + 0 = 0

L= B mais parfirent L = B .

égale a o bue

not pas linéan indepulate .
Dm EESB , 13 .

3 Psurence
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TD 3 : Sous Espaces Vectoriels  

Exercice 1 :
- x + B = 2

- 4 + B -
2 =0

4 + B = 1

e
4 + B - 1 = 0

2 + B = 1-

4 + B - t = 0

↑ (25)+ La

& (1/2)=(37) + 2
(a

(37(s - 42 (
() (8)

- 4 + B -
28 = 0

1 1mi
4 + 3

-
V = e F

↑ c + B
- V = p

4712thy

- a + B - 2V = 0 O

E 4 + B - U = 0

( c (5)
4 + B - +V

= 0 .

(28 (
-
t
+
3V = 0

1 1
4742 +4

1

(y + (z + 21

[)si
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TD 3 : Sous Espaces Vectoriels  

Exercice 1 :

Exercice 4 :

soitr un pecter (n ,y ,g) .

Site et &EIR

d)
(4 ,y , 3) = u( - 2 , 1 , 4) + V(t , +1)

x = - V
+ v n = -

y
=
-z

y = u + v

2 = u + r - (2 , -
x
. - x)

S
a + 23 = 0 (i)- a + b + 2 = 0

3a
- 4c = 0

↑ a + b -64 = 0 .

(- (2 - 24

la dimein de F st de 2. lö)
can L pient

e
il sit en infict de Siltim

3) D'après M
.
Tience 1 equaties -

m dimasi- de l'espace

2 equ = H . 2 = 2 = Dim de F .

1 (0 , 0, 0 , 0) = ↑R = 0 : 1x0 : 0 . 0-0- Otoso

ii)(X + yeF
x = (a , y , 2 , 4) y =(xyist)
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TD 3 : Sous Espaces Vectoriels  

Exercice 2  :

(x +y = (xn +u ,xy + y , ay + 3) ,a
++ t)

- (n , y" , 3" , t") ·

y" : 2n"

S3"-zy"-a"xt" = 0
dy + y = 2(xx+ 2)

ayty
= 2an + 2n

0 = 2x0 + 2x0 = 0 = 0

0 - 200
-
0+ 0 : 0E

0 = 0
.

De Est en SEV deR4

4) F = G(a , y , z) Eir2, 430 ,730
et z20] E = 1 !

i) PreF , 030 y >0330 . Varifici

i)<x + y
= 0 .

X = (my ,z) y : (2) y z) .
< (u3, 0 , 330 , 35 %) + (430 , 730 , 5307
hum]j ayy 70 , 633,30 ·

2n"
,

0
, dy" 0 1 23"30·

Sid/o ca ne mache pas Du
↑ n'ut pas JEVde Il?.



Université de Rouen Normandie 

Portail L1 Info EEEA

Espaces vectoriel et Applications

TD 3 : Sous Espaces Vectoriels  

Exercice 4  :

v) F =((u , y ,z) < (R3 , z(u2xyz)= 036 = 13.

i) Ops = (0 , 0 , 0)et 00 + 0)= 0 . Prome
schte utic

ii) . <X + y + F

< (z(n+yz)) + 31 (nbyz).

dz(ni+ y(+ 3 (nxy)) .

&hzyyisy
toet.Se

Si

MeTience con uncent si il yado in? y'ct..-n'st pas
SEV .

C
- B + 3V + To = 0

24 + B + =0

2B
- 4V - 68 = 0 .

2,- 12 - 24

2( ·=
(4- 34 - 2/z

climF= 2.

B = 20 +30 . e
2 =2+50V -To
2 = - V - 20



(y
- ag +3 = 0

Dimension de Est 2 .
n + z + 24

= 0



Exercice 1  :
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Seconde chance : 2022/2023

-a) un() , w =() Jourdaindans
Ma ve et v,

ent linéaient indépendants : (37(z - 31

(27 (2 +21

- 24 + 6B = 0

4 - 33 = 0

(1)=()32 - 9B = 0

=>lGil site
une infinits

de Solutions Dan ve CU
naut par linériat

independants . on juste voic le coup
d'oif .

b) ver() , n : (2) . vi(i)
2+ B = 0

- B + V =0 -
1

c-14 20=0 lil
1373 -34

tralie)indépendant
( O

il engroe IR3 .



Exercice 2  :

- 31 : i1 - 2

(
,
23 -

4

In)
40(y -54

Sac
derima

.

iny)Ven
avey - B +3--y+

(=z+ 2n + 4y . V= z - z -Sy

2+ B = m - P = -z + u +4y
2

B = 3 - n - 4y -

E 2= g + 2x+ 47 .

V = z - n -3y

(p) 1 r (2)

())

y
. Dimens



6) SitwBlict G =Very , Mg IR3= TQG .

- F+ G = IR .

un etvi étant 2 pectons dans ↑ linam induit il

engent inspaca de dimanc 2 . cijant accla le venten I now

contem dan F
,
ce qu' boue 3 rectur tinant indement que

ugut un space de dim 3.

- nG = 503 .

Sut mEF 1G

Si me F :

w = au , + Pr .

Sim E G :

m= 0 v si VAIF de a reputpy des are calcium

de mei Va

la seal white qui catig-6 conditi st moo .
Dm F1G = 203 ·

Du 143 = FQG .

as -(im) =>((M)

7 = 4 %
Or(+ u+) =x(y)+ 0(r)
& (xu+ v) = (x viv)(XV+v) .



as sur pot a dan polyntapant- a IREM] ·

1) ( +P + q)(n) = X +(p)(u)+ P(q)(u) .

in
↓ p' (n) + q'(x) - XP(n + 1) - 9(uxs)
Dur f st bel st bien une Applicativ

linéaire
. *

6) .
Trouve la matric f dans le bas canique

B(1 ,
X
,
X2

, X3) .de 1Bs[2].

1 (1)

f()(n) = 3 (n)
- 1(n + s)

( )
= 0 -1 = - 1 7 -43

f(n)(n) = x(n) - X(mx)) 2 -1 1

-31 - 3
=

Matrice de Mneus : o

A-T ( -ti = (*)[2]
&

1 :
T

-[1]][i]
&

~ [i.]:]

I!



44( + 42

t #(
(24 (2 -1

1) 0 + T - + - (1+ )
(37) + 34 -
v!
(y+ 34

1
Ly= Ly +34 (5)

quO -
1 1

- 1 P O

200 -1
-
311

(
1 O

( z
La (y + 13

4 =z

(0) +y = 0
( Do la dimunim ségal às .-1 -3(i


